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Изучена релаксация скорости и температуры электрона в кристалле. Задача проанализирована на основе кинетического 
уравнения для электрона в равновесном фононном термостате с помощью метода сокращенного описания, что ведет к 
обобщению стандартного метода Чепмена-Энскога. Показано, что предложенный Ландау метод изучения релаксационных 
явлений в плазме соответствует простейшей апроксимации в рамках теории, развитой в настоящей работе.  
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: релаксационные явления в двухкомпонентной системе, обобщенный метод Чепмена-Энскога, 
приближение Ландау. 

 
Настоящая работа посвящена кинетике однородных состояний электрона в кристалле. В качестве парамет-

ров сокращенного описания использованы его температура T  и скорость nu . В рассматриваемой модели 
электрон взаимодействует с равновесной системой фононов, имеющей температуру 0T  и нулевую среднюю 
скорость (покоящаяся кристаллическая решетка). Таким образом, речь идет о релаксации температур и скорос-
тей в двухкомпонентной системе. 

Впервые задачу о выравнивании температур компонент рассмотрел Ландау [1]. В основу рассмотрения 
было положено кинетическое уравнение для двухкомпонентной плазмы, называемое теперь уравнением 
Ландау. Фактически это есть уравнение приближения слабого взаимодействия с дополнительным обрезанием в 
интеграле по передаваемому при столкновениях импульсу [2].  При вычислении времени релаксации было 
предположено, что в компонентах плазмы быстро устанавливается равновесие с некоторыми температурами, 
которые затем медленно выравниваются. Медленность процесса релаксации связывалась с большим различием 
масс частиц компонент, что учитывалось в вычислениях как наличие дополнительного малого параметра [1]. 

Ландау при решении описанной задачи использовал распределения Максвелла. Однако это не означает, 
что они представляют собой неравновесную функцию распределения системы. Настоящая работа возникла из 
попытки понять, как выглядит в этой ситуации неравновесная функция распределения. Для упрощения 
рассмотрена задача о кинетике однородных состояний частицы, слабо взаимодействующей с равновесным 
термостатом. При этом влиянием частицы на термостат в термодинамическом пределе можно пренебречь. Для 
большей определенности нами изучаются релаксационные явления для электрона в кристалле, где роль второй 
равновесной компоненты играет равновесный фононный газ. 

В основу работы положено обобщение метода Чепмена-Энскога, которое вытекает из его понимания как 
метода сокращенного описания, примененного для решения кинетических уравнений (см. стандартное 
изложение метода в [2 с. 32-37, 3 с. 124-138]). Идея такого отношения к методу Чепмена-Энскога фактически 
заложена в работе Боголюбова [4] (см. также [2]).     
 

ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Кинетическое уравнение для описания однородных состояний электрона в кристалле можно записать в 

виде [5]  
( ) ( ) ( ) ( )3 ,p p pf t f t d pM p p f t′′= ≡ ∫L , (1) 
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[ ]( ) ( ) ( ){ } ( )3 2
2

1, 1
2 k k k p k k pM p p d kg n p p k n p pδ δ δ ε ω ε
π −′ ′ ′≡ − − − + − + − +∫  
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( ) [ ]( ) ( ){ } ( )3 2

2

1 1
2

k k k p k p kd pg n p p k n p pδ δ δ ε ω ε
π +′ ′+ + − + − − + −∫  (2) 

(см. также [6]). Здесь kn - равновесные числа заполнения фононов при температуре 0T , np - импульс электрона, 

nk - волновой вектор фонона, pε - энергия электрона, kω - энергия фонона 
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( m - масса электрона). В модели Фрелиха, пригодной для описания полярона, функции kω  и kg  выбираются в 
виде  

kω ω= ,        
0

2kg
k k
ω πα=         ( 0

mk ω=  ), (4) 

где α - безразмерная малая постоянная Фрелиха [5, 7 с. 259], 0k - характерное значение волнового вектора. 
В основу рассмотрения положим функциональную гипотезу  

( ) ( ) ( )( )
0 0 0, , ,p ptf t f T t f u t fτ⎯⎯⎯→                  ( )( )0 0 ,p pf f t≡ =  (5) 

где температура ( )0,T t f  и средняя скорость ( )0,nu t f  электрона определены формулами 
 

( ) ( )
0

3
0, ,p l ltd pf t p mnu t fτ⎯⎯⎯→∫  ( ) ( ) ( )

0

2
3 0

0

,3 , ,
2 2p p t

mu t f
d pf t n T t fτε

⎡ ⎤
⎯⎯⎯→ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  (6) 

в которых  n - постоянная “плотность электронов"  
( )3 .pd pf t n=∫  (7) 

Соотношение (5) означает, что сокращенное описание наступает при временах t , значительно больших харак-
терного времени 0τ , и указывает на независимость ( ),pf T u  от 0 pf . 

Функциональная гипотеза (5) ведет к замкнутым уравнениям для величин ( )0,T t f , ( )0,nu t f  

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, , , , ,T t f L T t f u t f=                     ( ) ( ) ( )( )0 0 0, , , ,l lu t f L T t f u t f= , (8) 
где обозначено  

( ) ( )( )3
0

2, ) , ,
3 p l l pL T u d p p u f T u
n

ε= −∫ L  ( ) ( )31, , .l l pL T u d pp f T u
mn

= ∫ L  (9) 

В свою очередь, функция распределения ( ),pf T u  удовлетворяет кинетическому уравнению (1) при сокращен-
ном описании  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

, ,
, , , ,p p

pl
l

f T u f T u
L T u L T u f T u

T u
∂ ∂

+ =
∂ ∂

L   (10) 

а также дополнительным условиям 

( )3 , ,p l ld pf T u p mnu=∫             ( )
2

3 3, .
2 2p p

mud pf T u n Tε ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫   (11) 

Приведенные уравнения являются основными уравнениями метода сокращенного описания примени-
тельно к рассматриваемой проблеме. 

 
ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ЧЕПМЕНА-ЭНСКОГА 

В своей стандартной формулировке метод Чепмена-Энскога [2 с. 32-37, 3 с. 124-138] ориентирован на 
исследование гидродинамической эволюции. Обобщения этого метода возможны на основе его понимания как 
частного случая метода сокращенного описания, примененного к решению кинетического уравнения. 

Изучим явления в системе вблизи равновесия, когда 0T T−  и lu  являются малыми величинами одного 
порядка μ . Ищем функцию распределения ( ),pf T u  в виде разложения по μ  

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2,p p pf T u f f O μ= + + .  (12) 
Простой анализ на основе (1), (2), (10), (11) и соображений вращательной инвариантности показывает, что 
 

( )
(0)

3
2

02

p

T
p p

nf n e
mT

ε

ϕ
π

−
= ≡ ,            ( )(1)

0 ,p p l l pf A p u B T T= + −  (13) 

где ,p pA B - некоторые функции от модуля импульса, удовлетворяющие уравнениям  

   ,p l u p lA p A pλ= −L  3 3
2p pd p A nε =∫ ;  

   ,p T pB Bλ= −L   3 3 .
2p pd p B nε =∫  (14) 

Сюда входят коэффициенты ,u Tλ λ , которые определяют эволюцию параметров , lT u  

( )(1)
0 0 ,TL T Tλ= − −  (1) ,l u lL uλ= −  (15) 
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то есть 1
T Tτ λ −≡ , 1

u uτ λ −≡  являются временами релаксации для температуры T  и скорости lu . 
Функции ,p l pA p B  являются собственными функциями оператора L , отвечающими собственным 

значениям ,u Tλ λ . Спектральную задачу для L  можно обсуждать в терминах матрицы ( ),M p p′  из (2). 
Поскольку она вещественна, но не симметрична, должны быть введены ее правые и левые собственные функ-
ции ( ) ( ),n np pψ χ  

( ) ( ) ( )3 , n n nd pM p p p pψ λ ψ′ ′ = −∫ ,           ( ) ( ) ( )3 ,n n nd p p M p p pχ λ χ′ ′= −∫ ,   

( ) ( )3
n n n nd p p pχ ψ δ′ ′=∫ ,               ( ) ( ) ( )n n

n
p p p pχ ψ δ′ ′= −∑ .  (16) 

Матрица ( ),M p p′  обладает свойствами, которые удобно описывать в терминах матрицы ( ),K p p′ , определяе-
мой формулой 

( ) ( ), ,p pM p p K p pϕ ϕ′′ ′= − .  (17) 
Согласно (2), (16) это дает  
 

( )
( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )3 2 3
2

1,
2p k k p p k p kK p p d kg n d p p p p k p p p p k pϕ ϕ δ δ δ δ δ ε ω ε
π′ +′ ′ ′ ′′ ′′= − − + − − − + − + −∫ ∫  

( ) ( ), ,p pK p p K p pϕ ϕ ′′ ′= ; (18) 

( ) ( ) ( )3 , n n nd p K p p p pχ λ χ′ ′ ′ =∫ ,                ( ) ( )n p np pψ ϕ χ= . (19) 
 
При определении скалярного произведения формулой  

( ) 3,p p p p pC D d p C Dϕ≡ ∫  (20) 

оператор, отвечающий матрице ( ),K p p′ , является симметричным, а система векторов ( )n pχ - ортонорми-
рованной и полной. При этом квадратичная форма 
 

{ } ( )3 3, ,p p p p pC D d pd p K p p C Dϕ ′′ ′= ∫  (21) 
обладает свойствами  

{ } { }, ,p p p pC D D C= ,            { }, 0p pC C ≥  (22) 
и очень полезна при решении кинетического уравнения. Из (22) следует положительность собственных значе-
ний nλ  (исключение: собственному вектору 0 1χ =  отвечает 0λ =0). 

Заметим, что изложенное обобщение метода Чепмена-Энскога позволяет в следующем порядке теории 
возмущений по μ  выйти за рамки простой линеаризации и получить нелинейные уравнения для , lT u . 

 
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ УРАВНЕНИЙ 

Перейдем к приближенному решению уравнений (14). Согласно (1), (2), (14), (17) после замены 

p p pA n Aϕ≡ ,            p p pB n Bϕ≡ ,  (23) 

для функций ,p pA B  получим следующие уравнения 

  ( )3 , l p u l pd p K p p p A p Aλ′′ ′ ′ =∫ ,  ( ) 3,
2p pA ε = ;  

  ( )3 , p T pd pK p p B Bλ′′ =∫ ,   ( ) 3, .
2p pB ε =  (24) 

Будем искать их решение в виде ряда по полиномам Сонина ( )nS xα  [8 с.49] 
 

3
2

0 0

pn
p n

n
A a S

T
ε∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ,                 1

3
0 0

pn
p n

n
B b S

T
ε∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                  ( )0 11, 1S S xα α α= = + − , (25) 

которые нормированы условиями 

  3
2

3 2
3

20 0

p pn n
p n n nd p p S S x

T T
ε ε

ϕ δ′
′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ , 0

5
4 2

!n

Г n
mTx

nπ

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠≡ ;  
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  1 1
2 2

3

0 0

p pn n
p n n nd p S S y

T T
ε ε

ϕ δ′
′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ,   

3
2 2 .

!n

Г n
y

nπ

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠≡  (26) 

Тогда уравнения (24) дают 

  
0

nn n n u n n
n

A a x a xλ
∞

′ ′ ′
′=

=∑ ,    0
0

1a
T

= ;  

  
0

nn n n T n n
n

B b y b yλ
∞

′ ′ ′
′=

=∑ ,   0 1
0

1b b
T

− = , (27) 

где введены симметричные, положительно определенные матрицы   
 

3 3
2 2

0 0

1 ,p pn n
nn l l

n n

A p S p S
T Tx x
ε ε′

′
′

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

, 1 1
2 2

0 0

1 ,p pn n
nn

n n

B S S
T Ty y
ε ε′

′
′

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

. (28) 

Вычисление na  в приближении одного полинома, а nb  в приближении двух полиномов (т.е. самое простое 
приближение) дает 

0
0

1a
T

= ,       { }
0

1 ,
3u l lp p
mT

λ = ;                  0 0b = ,     1
0

1b
T

= − ,       { }2

2 ,
3T p pT

λ ε ε=   

( )
( )

( )3
2

2,
2

p mu

T
p

nf T u e O
mT

ε

μ
π

−−
= + . (29) 

Это приближение может быть названо приближением Ландау поскольку в известной работе [1] он использовал 
при анализе релаксации температур в качестве неравновесной функции распределения ( ),pf T u  распределение 
Маквелла с 0T T≠  (релаксация скоростей рассмотрена в [9]).  

В заключение настоящей работы вычислим собственные значения ,u Tλ λ  по формулам (29). Учитывая 
выражение (18) для матрицы ( ),K p p′ , получим  

 

( )
( )

2
3 2

2
032u k k

kd kg n k
mT

λ δ
π

= ∫ ,           
( )

( )
2

2 2
2 2

0

2
32

k
T k kd kg n k

T
ωλ δ

π
= ∫ , (30) 

 
где введена скалярная функция 

( ) ( )3
p p k p kk d pδ ϕ δ ε ω ε += + −∫ . (31) 

Поскольку ( )kδ  зависит только от модуля k , направим lk  вдоль оси zp  в импульсном пространстве и введем 
в нем сферические координаты. Это даст 
 

( )
2

02

0 0

1 2cos
2 2

k

k

R
mTk

p p
R

mm k m mk d dpp dpp e
k p k k k mT

ω πδ ϕ δ θ ϕ
π

∞ +∞ −⎛ ⎞⎡ ⎤= Ω − − = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ,  

где 

2
k

k
m kR

k
ω= − .  

Ограничиваясь далее случаем полярона Фрелиха (4), получим 
 

( ) ( )
0

0 0

1
2

y xmxk e
xk mT

νδ
π

−= ,                   
0T
ων ≡ ,    ( ) ( )22

2

2
8

x
y x

x
−

≡ .  

Возвращаясь теперь к выражениям (30) для ,u Tλ λ , получим 
 

3
2

1
4

23 2
2

u K
sh

ωα ν νλ νπ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,            
5

2

0
4

23 2
2

T K
sh

ωα ν νλ νπ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (32) 

где ( )K xα - функции Макдональда, определяемые интегралом 
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( )
2

1

0

2 2
q

xpx qdxx e e K pq
p

α

α
α

−
∞

− − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . (33) 

(см. [10], формула 3.471.9). В случае высоких температур 0T ω  эти выражения можно упростить с учетом 
разложений функций ( )K xα  при 0x →  

( ) ( )0
0 lnK x x O x= + ,           ( ) ( )1

1 lnK x O x x
x

= +  (34) 

(см. [10], формулы 8.446, 8.447.3). В результате соотношения (32) дают 
 

1
2

16
3 2u

ωαλ ν
π

− ,               3
2

8 ln
3 2T

ωαλ ν ν
π

    ( 0T ω ) . (35) 

Отсюда видно, что при 0T ω  скорость электрона lu  быстро затухает, а его температура T  медленно приб-
лижается к фононной  0T . 

 
ВЫВОДЫ 

На основе обобщения метода Чепмена-Энскога в духе метода сокращенного описания удалось понять 
пределы применимости приближения Ландау в его теории релаксации в двухкомпонентных системах. 
Вычислено время релаксации скорости и температуры электрона в кристалле. Предложенный метод позволяет 
изучить нелинейные эффекты в релаксационных явлениях. 
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RELAXATION PHENOMENA FOR ELECTRON IN CRYSTAL 

AND A GENERALIZATION OF CHAPMAN-ENSKOG METHOD  
S.A. Sokolovsky, A.I. Sokolovsky, I.M. Chernenko 

Dnepropetrovsk National University, 13, Naukova str. Dnipropetrovsk, Ukraine 
 

Relaxation of velocity and temperature of electron in crystal has been investigated. The problem was analyzed on the basis of kinetic 
equation for electron in equilibrium phonon bath with the help of the reduced description method that lead to a generalization of 
standard Chapman-Enskog method. It was shown that proposed by Landau method of investigation of relaxation phenomena in 
plasma corresponds to the simplest approximation in the framework of theory developed in the present paper. 
KEY WORDS: relaxation phenomena in two component systems, generalized Chapman-Enskog method, Landau approximation. 
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